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Feuille de TD 11 - Primitives et intégrales

Questions du cours.
a) Donner la définition de primitive d'une fonction f : I — R, avec I intervalle de R.
b) Donner la définition de intégrale propre, et des sommes de Riemann.

¢) Enoncer le théoreme fondamental de I'intégration.

e) Enoncer la formule d’intégration par changement de variable.
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(d) Enoncer la formule d’intégration par parties.
(e)
) Donner la définition d’élément simple d’une fraction rationnelle.
(8)

Donner la définition d’intégrale impropre.

Exercice 1. Calculer les primitives (en spécifiant le domaine de définition) des fonctions suivantes.

(a) ™, avec n € N, (b) é, (c) %, avec n € N\ {0, 1}.
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(5) —— . —

V1—a?’ V1+a? 22 -1
(j) cosz, (k) sinz, (1) tanz,
(m) coshz, (n) sinhz, (o) tanhz,
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) cos?x Y in?z ) cosh® z
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(s) b2’ (t) e, (0) Inz,
(v) z%, avec a € R, (w) a®, avec a > 0, (%) |=l.

Exercice 2. Soit F}, la primitive de f,(t) = (1 +t2)7" :

m 1
Fn(x):/O mdt.

(a) Calculer Fy et Fy.
(b) Calculer F, 11 en fonction de F,.

(c) En utilisant les points précédents, déterminer Fy et Fj.

Exercice 3. Exprimer les fractions rationnelles suivantes en éléments simples.
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Exercice 4. Calculer une primitive des fonctions rationnelles de 1'exercice précédent.



Exercice 5. Calculer les primitives suivantes :
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(d) /0052(x)dx, (e) /sin(2x) sin(3x)dz,
() / 2 cos(z)dz, (h) / 22 sin(z)dz,

&) /xarctan(x)dx, (k) /arcsin(x)dx.

Exercice 6. Calculer les primitives suivantes :

(a) / arctan’(z) , (b) / sin(sin(z)) cos(x)dz,
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(d) /COSQ(ac) sin?(z)dx, (e) /Mdz,
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Exercice 7. Calculer les intégrales suivants :

(a) /13 (53:2 +3x—5+ ;) dz, (b) /07T cos? (x)dz,

/2 arcsin®(z)
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(g) / dx, (h) / V1 —22de,
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(d) /0 tan?(z)dz, ()

Exercice 8. Soit f : R — R définie par

Calculer

(c) / sin?(z)dx,

() /cos(?x) cos(3x)dz,

(i) / I xda,

(c) /cos(x) sin(z)dz,
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(c) /0 sin?(z) cos®(z)dz,

(f) / F’(z)
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/_ 1”/2 f(w)da.

Exercice 9. Soient a,b > 0, et soit f,; : R — R Papplication donnée par
TN 2
() =by/1— (7) :
Jfas() ;

(b) Décrire géométriquement la courbe y = f, 4(z).

(a) Déterminer le domaine de f, .

(c¢) Sans calculer une primitive de f, 5, calculer



(d) Calculer une primitive de fq, 5, et vérifier la valeur de I'intégrale obtenu au point (c).

Exercice 10. Calculer les intégrales suivants :
1/2 2 2
(a) V1 —4x2?dz, (b) / V8 — 222 dx, (c) / V2x — x?dx,
0 -1 1

etl/e e—1/e

(d) /12de, () /17 Va? — 1da, (f) // V1t 22 da.

Exercice 11. Soit P(z) = az? + bz + ¢ un polynéme de degré < 2, avec a,b,c € R. Soit A = b? — 4ac le
discriminant de P. Décrire comment calculer une primitive de v/P dans les cas suivants.

(a) Sia=0.

b) Sia>0et A=0.
Sia<0et A>0.
Sia>0et A>0.
Sia>0et A<O.
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Exercice 12. Soient m,n € N, et f(z) = cos™(z) sin"(x).
(a) Calculer une primitive de f quand n est impair.
(b) Calculer une primitive de f quand m est impair.

(c) Décrire une procedure pour se ramener aux cas précédents quand m et n sont pairs.

Exercice 13. Calculer les primitives suivantes.

(a) /COS2(3}) sin®(z) dz, (b) /cos5(x) sin?(z) dz, (c) /cos3(x) sin®(z) dz,
(d) /0052(x) sin?(z) dz, (e) /cos4(x) dz, () /sin4(m) dz,
© [ i w [ 0 [,

inh? sh(z) + sinh(z
%) /coshQ(a:) sinh(x) d, (k) /de7 1) /CObh( ) +sinh(z) 41 e

cosh?(x) cosh?(x) 4 sinh?(z)

Exercice 14. Calculer les primitives suivantes.
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(&) / tan®(z 4, () / tan(x) d, (i) / tan(z) — 1 4,
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Exercice 15. Pour tout m,n € N*| calculer les intégrales suivants.

(a) /O " sin(me) da, (b) /O " cos(ma) d. (©) /0 " gin(me) sin(nz) d,



(d) /0 " cos(ma) cos(nz) d, () /0 " sin(ma) cos(nz) d.

Soit maintenant f : R — R définie par
= Z ar, cos(kx) + by sin(kx)),
k=1

avec n € N*, ¢, ax, by, € R pour tout k=1,....n
Remarquer que f est périodique, et donner une periode. Ensuite, calculer pour tout m € N* :

1 2m 1 2m 1 27

f(x)dz, (g) — f(z) cos(mz)dz, (h) = f(z)sin(max)dz.
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(f)

3% cos(t)
Exercice 16. Déterminer la limite quand = tend vers 0 de / dt.

t
x
Indication : encadrer cos(t) a l’aide du théoréme de Taylor-Lagrange.

Exercice 17. Soit a € R. Calculer les intégrales impropres :

(a) /O 1 tiadt, (b) /1 o tiadt, (©) /1 = t (lnlt)a dt.

Exercice 18. Calculer les intégrales impropres suivants.

(a) /1 mtlzdt, (b) /O I%dt, () [ ;etdt,
(d) /O ntdr, () /0 "2 on(t) dt, (f) [ :°1+1t2dt,
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Exercice 19. Etudier la limite des séries de Riemann suivantes.

n n n
. 1 . n . k
(a) ngr&og—nw (b) ngglm;—n2+k2, (c) nggm;—n2+k2,
. "2k +1 . i 1



