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MA2 - Algèbre et analyse élémentaires II L1 MASS-2

Feuille de TD 11 - Primitives et intégrales

Questions du cours.

(a) Donner la définition de primitive d’une fonction f : I → R, avec I intervalle de R.

(b) Donner la définition de intégrale propre, et des sommes de Riemann.

(c) Énoncer le théorème fondamental de l’intégration.

(d) Énoncer la formule d’intégration par parties.

(e) Énoncer la formule d’intégration par changement de variable.

(f) Donner la définition d’élément simple d’une fraction rationnelle.

(g) Donner la définition d’intégrale impropre.

Exercice 1. Calculer les primitives (en spécifiant le domaine de définition) des fonctions suivantes.

(a) xn, avec n ∈ N, (b)
1

x
, (c)

1

xn
, avec n ∈ N \ {0, 1}.

(d)
1

1 + x2
, (e)

1

1− x2
, (f)

1

x2 − 1
,

(g)
1√

1− x2
, (h)

1√
1 + x2

, (i)
1√

x2 − 1
,

(j) cosx, (k) sinx, (l) tanx,

(m) coshx, (n) sinhx, (o) tanhx,

(p)
1

cos2 x
, (q)

1

sin2 x
, (r)

1

cosh2 x
,

(s)
1

sinh2 x
, (t) ex, (u) lnx,

(v) xa, avec a ∈ R, (w) ax, avec a > 0, (x) |x|.

Exercice 2. Soit Fn la primitive de fn(t) = (1 + t2)−n :

Fn(x) =

∫ x

0

1

(1 + t2)n
dt.

(a) Calculer F0 et F1.

(b) Calculer Fn+1 en fonction de Fn.

(c) En utilisant les points précédents, déterminer F2 et F3.

Exercice 3. Exprimer les fractions rationnelles suivantes en éléments simples.

(a)
x3

x− 1
, (b)

x2 − x+ 1

(x− 2)(x2 + 1)
, (c)

x3 + 3

x3 − x
,

(d)
x2 + 3x+ 1

x3 − 1
, (e)

x3

(x− 1)2(x+ 1)
, (f)

3x2 + 2x− 1

x2(x− 1)2
,

(g)
x5 − 12x

(x2 + 2x+ 4)(x2 − 2x+ 4)
, (h)

x3 − 2x+ 1

(x− 1)3(x+ 1)
. (i)

3x2 − 4

x3 − 4x+ 3
.

Exercice 4. Calculer une primitive des fonctions rationnelles de l’exercice précédent.
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Exercice 5. Calculer les primitives suivantes :

(a)

∫
1

(1 + x2)2
dx, (b)

∫
xexdx, (c)

∫
sin2(x)dx,

(d)

∫
cos2(x)dx, (e)

∫
sin(2x) sin(3x)dx, (f)

∫
cos(2x) cos(3x)dx,

(g)

∫
x cos(x)dx, (h)

∫
x2 sin(x)dx, (i)

∫
x lnxdx,

(j)

∫
x arctan(x)dx, (k)

∫
arcsin(x)dx.

Exercice 6. Calculer les primitives suivantes :

(a)

∫
arctan2(x)

1 + x2
dx, (b)

∫
sin(sin(x)) cos(x)dx, (c)

∫
cos(x) sin(x)dx,

(d)

∫
cos2(x) sin2(x)dx, (e)

∫ √
1− x2dx, (f)

∫ √
1 + x2dx,

(g)

∫ √
2x− x2dx, (h)

∫
ln(tan(x))

cos2(x)
dx, (i)

∫
e2x

e3x − ex
dx,

(j)

∫
1

x
√

1− ln2(x)
dx, (k)

∫
1

1 + e2x
dx.

Exercice 7. Calculer les intégrales suivants :

(a)

∫ 3

1

(
5x2 + 3x− 5 +

1

x3

)
dx, (b)

∫ π

0

cos2(x)dx, (c)

∫ π/2

0

sin2(x) cos3(x)dx,

(d)

∫ π/4

0

tan2(x)dx, (e)

∫ 1/2

0

arcsin3(x)√
1− x2

dx, (f)

∫ 2

1

ln5(x)

x
dx.

(g)

∫ 1

0

e2x

1 + ex
dx, (h)

∫ 1

−1

√
1− x2dx, (i)

∫ 1

−1
(1− |x|)dx.

Exercice 8. Soit f : R→ R définie par

f(x) =

{
cos(x) si x ≤ 0,

arctan( 1
x ) si x > 0

Calculer ∫ 1

−π/2
f(x)dx.

Exercice 9. Soient a, b > 0, et soit fa,b : R→ R l’application donnée par

fa,b(x) = b

√
1−

(x
a

)2
.

(a) Déterminer le domaine de fa,b.

(b) Décrire géométriquement la courbe y = fa,b(x).

(c) Sans calculer une primitive de fa,b, calculer ∫ a

−a
fa,b(x)dx.
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(d) Calculer une primitive de fa,b, et vérifier la valeur de l’intégrale obtenu au point (c).

Exercice 10. Calculer les intégrales suivants :

(a)

∫ 1/2

0

√
1− 4x2 dx, (b)

∫ 2

−1

√
8− 2x2 dx, (c)

∫ 2

1

√
2x− x2 dx,

(d)

∫ 2

1

√
−x2 + 3x+ 2 dx, (e)

∫ e+1/e
2

1

√
x2 − 1 dx, (f)

∫ e−1/e
2

− e−1/e
2

√
1 + x2 dx.

Exercice 11. Soit P (x) = ax2 + bx + c un polynôme de degré ≤ 2, avec a, b, c ∈ R. Soit ∆ = b2 − 4ac le
discriminant de P . Décrire comment calculer une primitive de

√
P dans les cas suivants.

(a) Si a = 0.

(b) Si a > 0 et ∆ = 0.

(c) Si a < 0 et ∆ > 0.

(d) Si a > 0 et ∆ > 0.

(e) Si a > 0 et ∆ < 0.

Exercice 12. Soient m,n ∈ N, et f(x) = cosm(x) sinn(x).

(a) Calculer une primitive de f quand n est impair.

(b) Calculer une primitive de f quand m est impair.

(c) Décrire une procedure pour se ramener aux cas précédents quand m et n sont pairs.

Exercice 13. Calculer les primitives suivantes.

(a)

∫
cos2(x) sin3(x) dx, (b)

∫
cos5(x) sin2(x) dx, (c)

∫
cos3(x) sin5(x) dx,

(d)

∫
cos2(x) sin2(x) dx, (e)

∫
cos4(x) dx, (f)

∫
sin4(x) dx,

(g)

∫
sin(x)

1 + cos2(x)
dx, (h)

∫
cos(x)

1 + cos2(x)
dx, (i)

∫
sin2(x)

1 + cos2(x)
dx,

(j)

∫
cosh2(x) sinh(x) dx, (k)

∫
sinh3(x)

cosh2(x)
dx, (l)

∫
cosh(x) + sinh(x) + 1

cosh2(x) + sinh2(x)
dx.

Exercice 14. Calculer les primitives suivantes.

(a)

∫
ex − e−x

ex + e−x
dx, (b)

∫
ex + 1

e2x − 1
dx, (c)

∫
e2x + 4

e3x − 1
dx,

(d)

∫
e4x + 3

e2x − 1
dx, (e)

∫
e2x + 2ex + 2

ex + 1
dx, (f)

∫
e−2x + 3

e−x + 1
dx.

(g)

∫
tan2(x)− 1

tan3(x)
dx, (h)

∫
tan2(x)− 1

tan(x)
dx, (i)

∫
tan(x) + 1

tan(x)− 1
dx,

(j)

∫ √
x+ x√
x− x

dx, (k)

∫ √
x+
√
x3

x+ 1
dx, (l)

∫
3
√
x

x− 1
dx.

Exercice 15. Pour tout m,n ∈ N∗, calculer les intégrales suivants.

(a)

∫ 2π

0

sin(mx) dx, (b)

∫ 2π

0

cos(mx) dx, (c)

∫ 2π

0

sin(mx) sin(nx) dx,
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(d)

∫ 2π

0

cos(mx) cos(nx) dx, (e)

∫ 2π

0

sin(mx) cos(nx) dx.

Soit maintenant f : R→ R définie par

f(x) = c+

n∑
k=1

(
ak cos(kx) + bk sin(kx)

)
,

avec n ∈ N∗, c, ak, bk ∈ R pour tout k = 1, . . . , n.
Remarquer que f est périodique, et donner une periode. Ensuite, calculer pour tout m ∈ N∗ :

(f)
1

2π

∫ 2π

0

f(x)dx, (g)
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos(mx)dx, (h)
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin(mx)dx.

Exercice 16. Déterminer la limite quand x tend vers 0 de

∫ 3x

x

cos(t)

t
dt.

Indication : encadrer cos(t) à l’aide du théorème de Taylor-Lagrange.

Exercice 17. Soit α ∈ R. Calculer les intégrales impropres :

(a)

∫ 1

0

1

tα
dt, (b)

∫ +∞

1

1

tα
dt, (c)

∫ +∞

1

1

t(ln t)α
dt.

Exercice 18. Calculer les intégrales impropres suivants.

(a)

∫ +∞

1

1

t2
dt, (b)

∫ 1

0

1

t
dt, (c)

∫ 2

−∞
et dt,

(d)

∫ 1

0

ln t dt, (e)

∫ π/2

0

tan(t) dt, (f)

∫ +∞

−∞

1

1 + t2
dt,

(g)

∫ +∞

0

1√
t(1 + t)

dt, (h)

∫ 1

0

1√
1− t2

dt, (i)

∫ 1

0

t

1− t2
dt,

(j)

∫ +∞

0

1√
t
√

1 + t
dt. (k)

∫ 1

0

1√
t
√

1 + t
dt.

Exercice 19. Étudier la limite des séries de Riemann suivantes.

(a) lim
n→+∞

n∑
k=1

1

n+ k
, (b) lim

n→+∞

n∑
k=1

n

n2 + k2
, (c) lim

n→+∞

n∑
k=1

k

n2 + k2
,

(d) lim
n→+∞

n∑
k=1

2k + 1

n+ k2
, (e) lim

n→+∞

n−1∑
k=0

1√
n2 − k2

, (f) lim
n→+∞

n∑
k=1

1√
k(2n− k)

.
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